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ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó
�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ éɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨʌࣙ ſɼŗƉȕƨʚࣽǑɼƨƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳʌࣙ ɱțŗȳŗɼ ǖɼŗɱǫʌࣙ Eʯțƨɼऒʌ ǑɄɼࣽ
ȭʯțŗ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡹ

 



ϵά̙κ

 éɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨʌࣗ ſɼŗƉȕƨʚࣽǑɼƨƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳʌ ࣯ɱɼƨࣽɱɄʌʚࣽǶȳ Ʉɼƕƨɼʌࣱ

 ɱțŗȳŗɼ ǖɼŗɱǫʌ

 Eʯțƨɼऒʌ ǑɄɼȭʯțŗ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡽ

so



ϼϊϊЏ͎͛ Џϼ͛͛Ѕ

� ɮȹȹʋƣƐ ʋɮƣƣ Ƕʌ ŗ ʚɼƨƨ ˝ǫǶƉǫ ǫŗʌ ŗ ʌɱƨƉǶŗț ȳɄƕƨ ɮ Ɖŗțțƨƕ ʚǫƨ ɮȹȹʋࣖ

yȳ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨࣗ ǶǑ ˉ Ƕʌ ŗ ˙ƨɼʚƨ˥ ŗȳƕ ʠ Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦ ŗȳ ƨƕǖƨ ʚɄ ˉࣗ
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɱŗʚǫ ǑɼɄȭ ʠ ʚɄ ɮ ɱŗʌʌƨʌ ˉ ࣯ŗ ɱǶƉʚʯɼƨ ˝Ʉʯțƕ ǫƨțɱ ǫƨɼƨࣱࣗ
˝ƨ Ɖŗțț ˉ ʚǫƨ ɤŗɮƣȩʋ ŗȳƕ ʠ ʚǫƨ ƅǣǮȑƐࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢁ
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ϼϊϊЏ͎͛ Џϼ͛͛Ѕ

� ɮȹȹʋƣƐ ʋɮƣƣ Ƕʌ ŗ ʚɼƨƨ ˝ǫǶƉǫ ǫŗʌ ŗ ʌɱƨƉǶŗț ȳɄƕƨ ɮ Ɖŗțțƨƕ ʚǫƨ ɮȹȹʋࣖ

yȳ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨࣗ ǶǑ ˉ Ƕʌ ŗ ˙ƨɼʚƨ˥ ŗȳƕ ʠ Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦ ŗȳ ƨƕǖƨ ʚɄ ˉࣗ
ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ʚǫƨ ɱŗʚǫ ǑɼɄȭ ʠ ʚɄ ɮ ɱŗʌʌƨʌ ˉ ࣯ŗ ɱǶƉʚʯɼƨ ˝Ʉʯțƕ ǫƨțɱ ǫƨɼƨࣱࣗ
˝ƨ Ɖŗțț ˉ ʚǫƨ ɤŗɮƣȩʋ ŗȳƕ ʠ ʚǫƨ ƅǣǮȑƐࣖ

éɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨʌ ŗɼƨ ˙ƨɼ˦ ʯʌƨǑʯț ŗʌ ƕŗʚŗ ʌʚɼʯƉʚʯɼƨʌࣗ ˝Ƕʚǫ ƨ˾ƉǶƨȳʚ ʌƨŗɼƉǫ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣖ ÿǫƨɼƨ ŗɼƨ ȭŗȳ˦ Ʉʚǫƨɼ ŗɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ɼɄɄʚƨƕ ʚɼƨƨʌࣖ pƨɼƨ
˝ƨ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ȍʯʌʚ Ʉȳƨࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢅ



̼ϼ̙̈́Χ͛Џࣽͺϼ͛͛ ͛хϵϼ͛ЅЅΐϊκЅ

+ࢁ ˕)ࢅ + ˖)
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�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢍ



̼ϼ̙̈́Χ͛Џࣽͺϼ͛͛ ͛хϵϼ͛ЅЅΐϊκЅ

+ࢁ ˕)ࢅ + ˖)

+ࡽ ࢅ
˕ + ˖ࡽ

ࢁ ⇤ ࢅࡽ + +ࡹ) (ࢁ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó 



ΐκϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϼ͛ϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϊЅЏϊϼ͎͛ϼ Џϼ̙л͛ϼЅ̙ά

yȳɄɼƕƨɼࣗ ɱɼƨɄɼƕƨɼࣗ ɱɄʌʚɄɼƕƨɼ ŗɼƨ ʚǫɼƨƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ƉɄȳ˙ƨȳʚǶɄȳʌ Ʉȳ ǫɄ˝
ʚɄ ˝ɼǶʚƨ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ɄǑ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ſǶȳŗɼ˦ ʚɼƨƨ ŗʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó 



ΐκϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϼ͛ϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϊЅЏϊϼ͎͛ϼ Џϼ̙л͛ϼЅ̙ά

yȳɄɼƕƨɼࣗ ɱɼƨɄɼƕƨɼࣗ ɱɄʌʚɄɼƕƨɼ ŗɼƨ ʚǫɼƨƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ƉɄȳ˙ƨȳʚǶɄȳʌ Ʉȳ ǫɄ˝
ʚɄ ˝ɼǶʚƨ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ɄǑ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ſǶȳŗɼ˦ ʚɼƨƨ ŗʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣖ

ʯʌƨǑʯț Ƕȳ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖࣗ ƨ˾ƉǶƨȳʚ ʚɄ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ࣯Ʉțƕ ƉŗțƉʯțŗʚɄɼʌ ˝Ʉʯțƕ ʯʌƨ
ʚǫǶʌ ǑɄɼ ƕǶʌɱțŗ ࣗ˦ Ƕȳɱʯʚࣱࣙ ɼƨƉʯɼʌǶ˙ƨț˦ ƕƨ̇ȳƨƕࣘ

ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢙
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ΐκϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϼ͛ϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϊЅЏϊϼ͎͛ϼ Џϼ̙л͛ϼЅ̙ά

yȳɄɼƕƨɼࣗ ɱɼƨɄɼƕƨɼࣗ ɱɄʌʚɄɼƕƨɼ ŗɼƨ ʚǫɼƨƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ƉɄȳ˙ƨȳʚǶɄȳʌ Ʉȳ ǫɄ˝
ʚɄ ˝ɼǶʚƨ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ɄǑ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ſǶȳŗɼ˦ ʚɼƨƨ ŗʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣖ

ʯʌƨǑʯț Ƕȳ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖࣗ ƨ˾ƉǶƨȳʚ ʚɄ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ࣯Ʉțƕ ƉŗțƉʯțŗʚɄɼʌ ˝Ʉʯțƕ ʯʌƨ
ʚǫǶʌ ǑɄɼ ƕǶʌɱțŗ ࣗ˦ Ƕȳɱʯʚࣱࣙ ɼƨƉʯɼʌǶ˙ƨț˦ ƕƨ̇ȳƨƕࣘ

ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ

Ƕȳࣘ țƨǒʚࣗ ɱŗɼƨȳʚࣗ ɼǶǖǫʚ

ɱɄʌʚࣘ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚࣗ ɱŗɼƨȳʚ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡱࡹ



ΐκϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϼ͛ϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϊЅЏϊϼ͎͛ϼ Џϼ̙л͛ϼЅ̙ά

yȳɄɼƕƨɼࣗ ɱɼƨɄɼƕƨɼࣗ ɱɄʌʚɄɼƕƨɼ ŗɼƨ ʚǫɼƨƨ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ƉɄȳ˙ƨȳʚǶɄȳʌ Ʉȳ ǫɄ˝
ʚɄ ˝ɼǶʚƨ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ɄǑ ŗ ɼɄɄʚƨƕ ſǶȳŗɼ˦ ʚɼƨƨ ŗʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣖ

ʯʌƨǑʯț Ƕȳ ƉɄȭɱʯʚǶȳǖࣗ ƨ˾ƉǶƨȳʚ ʚɄ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ࣯Ʉțƕ ƉŗțƉʯțŗʚɄɼʌ ˝Ʉʯțƕ ʯʌƨ
ʚǫǶʌ ǑɄɼ ƕǶʌɱțŗ ࣗ˦ Ƕȳɱʯʚࣱࣙ ɼƨƉʯɼʌǶ˙ƨț˦ ƕƨ̇ȳƨƕࣘ

ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ

Ƕȳࣘ țƨǒʚࣗ ɱŗɼƨȳʚࣗ ɼǶǖǫʚ

ɱɄʌʚࣘ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚࣗ ɱŗɼƨȳʚ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡹࡹ



̼ϼ̙̈́Χ͛Џࣽͺϼ͛͛ ͛хϵϼ͛ЅЅΐϊκЅ

éƨƉŗțțࣘ
 ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ  Ƕȳࣘ țƨǒʚࣗ ɱŗɼƨȳʚࣗ ɼǶǖǫʚ  ɱɄʌʚࣘ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚࣗ

ɱŗɼƨȳʚ
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̼ϼ̙̈́Χ͛Џࣽͺϼ͛͛ ͛хϵϼ͛ЅЅΐϊκЅ

éƨƉŗțțࣘ
 ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ  Ƕȳࣘ țƨǒʚࣗ ɱŗɼƨȳʚࣗ ɼǶǖǫʚ  ɱɄʌʚࣘ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚࣗ

ɱŗɼƨȳʚ
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̼ϼ̙̈́Χ͛Џࣽͺϼ͛͛ ͛хϵϼ͛ЅЅΐϊκЅ

éƨƉŗțțࣘ
 ɱɼƨࣘ ɱŗɼƨȳʚࣗ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚ  Ƕȳࣘ țƨǒʚࣗ ɱŗɼƨȳʚࣗ ɼǶǖǫʚ  ɱɄʌʚࣘ țƨǒʚࣗ ɼǶǖǫʚࣗ
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ΐκϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϼ͛ϊϼ͎͛ϼࣗ ϵϊЅЏϊϼ͎͛ϼ Џϼ̙л͛ϼЅ̙ά

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢉࡹ



ϵά̙κ̙ϼ ϼ̙ϵЅ

� ǖɼŗɱǫ a Ƕʌ ɤȑŗȩŗɮ ǶǑ Ƕʚ Ɖŗȳ ſƨ ƕɼŗ˝ȳ Ʉȳ ŗ ɱǶƨƉƨ ɄǑ ɱŗɱƨɼ ˝ǶʚǫɄʯʚ ŗȳ˦
ƨƕǖƨʌ ƉɼɄʌʌǶȳǖࣖ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ ɄǑ ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌ ſƨǶȳǖ ɱʯɼƨț˦ ˙Ƕʌʯŗțࣖ

� ˙ƨɼ˦ ƉɄɄț ʚǫƨɄɼƨȭ Ƕʌ ʚǫŗʚ a Ƕʌ ɱțŗȳŗɼ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ ƕɄƨʌ ȳɄʚ
ƉɄȳʚŗǶȳ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗʌ ŗ ȣǮȩȹɮࣖ

óƨƨ JVVRU���GP�YKMKRGFKC�QTI�YKMK�9CIPGT���UAVJGQTGO

İƨ ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ Ʉȳƨ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ Ʉȳț˦ࣘ ʚǫŗʚ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗɼƨ ȳɄʚ ɱțŗȳŗɼࣗ ʌɄ ǶǑ ˦Ʉʯ ƉɄʯțƕ ƕɼŗ˝ a
˝ǶʚǫɄʯʚ ƉɼɄʌʌǶȳǖ Ʉȳ ŗ ɱǶƨƉƨ ɄǑ ɱŗɱƨɼࣗ ʚǫƨȳ ˦Ʉʯ Ɖŗȳ ƕɼŗ˝ ŗțț Ƕʚʌ ȭǶȳɄɼʌ ʚɄɄࣗ ʌɄ ǶǑ a Ƕʌ
ɱțŗȳŗɼ Ƕʚ ƉŗȳȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗʌ ŗ ȭǶȳɄɼࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢍࡹ

https://en.wikipedia.org/wiki/Wagner%27s_theorem


ϵά̙κ̙ϼ ϼ̙ϵЅ

� ǖɼŗɱǫ a Ƕʌ ɤȑŗȩŗɮ ǶǑ Ƕʚ Ɖŗȳ ſƨ ƕɼŗ˝ȳ Ʉȳ ŗ ɱǶƨƉƨ ɄǑ ɱŗɱƨɼ ˝ǶʚǫɄʯʚ ŗȳ˦
ƨƕǖƨʌ ƉɼɄʌʌǶȳǖࣖ

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ ɄǑ ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌ ſƨǶȳǖ ɱʯɼƨț˦ ˙Ƕʌʯŗțࣖ

� ˙ƨɼ˦ ƉɄɄț ʚǫƨɄɼƨȭ Ƕʌ ʚǫŗʚ a Ƕʌ ɱțŗȳŗɼ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ Ƕʚ ƕɄƨʌ ȳɄʚ
ƉɄȳʚŗǶȳ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗʌ ŗ ȣǮȩȹɮࣖ

óƨƨ JVVRU���GP�YKMKRGFKC�QTI�YKMK�9CIPGT���UAVJGQTGO

İƨ ˝Ƕțț ɱɼɄ˙ƨ Ʉȳƨ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ Ʉȳț˦ࣘ ʚǫŗʚ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗɼƨ ȳɄʚ ɱțŗȳŗɼࣗ ʌɄ ǶǑ ˦Ʉʯ ƉɄʯțƕ ƕɼŗ˝ a
˝ǶʚǫɄʯʚ ƉɼɄʌʌǶȳǖ Ʉȳ ŗ ɱǶƨƉƨ ɄǑ ɱŗɱƨɼࣗ ʚǫƨȳ ˦Ʉʯ Ɖŗȳ ƕɼŗ˝ ŗțț Ƕʚʌ ȭǶȳɄɼʌ ʚɄɄࣗ ʌɄ ǶǑ a Ƕʌ
ɱțŗȳŗɼ Ƕʚ ƉŗȳȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ࢉ� Ʉɼ ࢁ,ࢁ� ŗʌ ŗ ȭǶȳɄɼࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡹ
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ϵά̙κ̙ϼ ϼ̙ϵЅ

yǑ a Ƕʌ ɱțŗȳŗɼࣗ ˝ƨ Ɖŗȳ ƕɼŗ˝ Ƕʚ Ʉȳ ʚǫƨ ʌʯɼǑŗƉƨ ɄǑ ŗ ſŗțțɄɄȳ ˝ǶʚǫɄʯʚ ŗȳ˦
ƨƕǖƨʌ ƉɼɄʌʌǶȳǖࣖ

6ƨ̇ȳƨ ŗ ǋŗƅƣ ʚɄ ſƨ ŗ ɼƨǖǶɄȳ ſɄʯȳƕƨƕ ſ˦ ƨƕǖƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫࣖ ĸɄʯ
ȭǶǖǫʚ ʚǫǶȳȕ ŗʚ ̇ɼʌʚ ʚǫƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ǑŗƉƨʌ ˝Ƕțț ƕƨɱƨȳƕ Ʉȳ ǫɄ˝ ˝ƨ
ƉǫɄɄʌƨ ʚɄ ƕɼŗ˝ aࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡹ



͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

ÿƨʌʚ Ƕʚ Ʉʯʚࣘ ſŗțțɄɄȳ

�ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳࣘ ࢉ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢉ +ࡱࡹ ^ ʌɄ
|^| = ࣖ ࣯ĎʌǶȳǖ ʚǫƨ ǑɄɼȭʯțŗ |B| ࡽࡹ

P
deg(ˉǮ)ࣱࣖ $ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʚɼǶŗȳǖțƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�țʌɄࣗ ࢁ,ࢁ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢍ +࢙ |^| ʌɄ |^| = ࣖࢉ
$ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʌɸʯŗɼƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢙ࡹ

draw on sphere without crossing edge



͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

ÿƨʌʚ Ƕʚ Ʉʯʚࣘ ſŗțțɄɄȳ

�ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳࣘ ࢉ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢉ +ࡱࡹ ^ ʌɄ
|^| = ࣖ ࣯ĎʌǶȳǖ ʚǫƨ ǑɄɼȭʯțŗ |B| ࡽࡹ

P
deg(ˉǮ)ࣱࣖ $ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʚɼǶŗȳǖțƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�țʌɄࣗ ࢁ,ࢁ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢍ +࢙ |^| ʌɄ |^| = ࣖࢉ
$ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʌɸʯŗɼƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡱࡽ

suppose it was
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͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

ÿƨʌʚ Ƕʚ Ʉʯʚࣘ ſŗțțɄɄȳ

�ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳࣘ ࢉ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢉ +ࡱࡹ ^ ʌɄ
|^| = ࣖ ࣯ĎʌǶȳǖ ʚǫƨ ǑɄɼȭʯțŗ |B| ࡽࡹ

P
deg(ˉǮ)ࣱࣖ $ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʚɼǶŗȳǖțƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�țʌɄࣗ ࢁ,ࢁ� ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ɱțŗȳŗɼࣖ âɼɄɄǑࣘ ŗƕƕ ʯɱ ࡽ = |Ğ|� |B|+ |^| = �ࢍ +࢙ |^| ʌɄ |^| = ࣖࢉ
$ʯʚ ƨŗƉǫ ǑŗƉƨ Ƕʌ ŗ ʌɸʯŗɼƨࣗ ʌɄ ࣖࣖࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡹࡽ

É
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͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

âɼɄɄǑࣘ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ƨƕǖƨʌࣖ ÿɼǶƉȕࣘ ƨǶʚǫƨɼ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ Ʉɼ Ƕʚ
ƕɄƨʌȳऒʚࣖ
yǑ |B| = ࡱ ʚǫƨȳ |Ğ| = ,ࡹ |^| = ࡹ ʌɄ ʚɼʯƨ ࣯ʌǶȳǖțƨ ˙ƨɼʚƨ˥ࣗ ɄʯʚʌǶƕƨ ʌɱŗƉƨ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶȳǖțƨ ǑŗƉƨࣱࣖ

�ʌʌʯȭƨ ʚɼʯƨ ǑɄɼ |B| = ȋ > ࡹ ŗȳƕ ƉɄȳʌǶƕƨɼ a ɱțŗȳŗɼ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ˝Ƕʚǫ ȋ+ ࡹ ƨƕǖƨʌࣖ

yǑ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ ƕƨțƨʚǶȳǖ Ʉȳƨ ƨƕǖƨ ǑɼɄȭ ʚǫǶʌ Ɖ˦Ɖțƨ ǖǶ˙ƨʌ ŗ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ a0 ˝Ƕʚǫ ȋ
ƨƕǖƨʌࣗ ŗȳƕ Ƕʌ ɱțŗȳŗɼ ʌǶȳƉƨ Ƕʚ Ƕʌ ŗ ʌʯſǖɼŗɱǫ ɄǑ aࣖ �ƨʚ Ğ0, B0, ^0 ſƨ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣗ ƨƕǖƨʌ ŗȳƕ
ǑŗƉƨʌ ɄǑ a0 ࣖ ÿǫƨȳ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ |Ğ0|� |B0|+ |^0| = ࣖࡽ ¥Ʉ˝ Ğ = Ğ0 ʌǶȳƉƨ ˝ƨ
Ʉȳț˦ ƕƨțƨʚƨƕ ŗȳ ƨƕǖƨ ŗȳƕ ȕƨɱʚ ʚǫƨ ŗƕȍŗƉƨȳʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣖ |B| = |B0|+ ࡹ ŗȳƕ |^| = ^0|+ ࡹ
ʌǶȳƉƨ ˝ǫƨȳ ˝ƨ ŗƕƕ ʚǫƨ ƨƕǖƨ ſŗƉȕ Ƕȳࣗ ˝ƨ ƕǶ˙Ƕƕƨ Ʉȳƨ ǑŗƉƨ ʯɱ ǶȳʚɄ ʚ˝Ʉࣖ ÿǫʯʌ
|Ğ|� |B|+ |^| = |Ğ0|� |B0|� +ࡹ |^0|+ ࡹ = ࣖࡽ

¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣗ ǶǑ a ǫŗʌ ȳɄ Ɖ˦Ɖțƨʌࣗ ʌǶȳƉƨ a Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕࣗ a Ƕʌ ŗ ʚɼƨƨࣖ ÿǫƨȳ |Ğ| = |B|+ ࡹ ŗȳƕ
|^| = ࡹ ࣯ȍʯʌʚ ʚǫƨ ɄʯʚʌǶƕƨࣱࣖ

óɄ |Ğ|� |B|+ |^| = |B|+ �ࡹ |B|+ ࡹ = ࣖࡽ ⇤

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࡽࡽ



͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

âɼɄɄǑࣘ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ƨƕǖƨʌࣖ

ÿɼǶƉȕࣘ ƨǶʚǫƨɼ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ Ʉɼ Ƕʚ
ƕɄƨʌȳऒʚࣖ
yǑ |B| = ࡱ ʚǫƨȳ |Ğ| = ,ࡹ |^| = ࡹ ʌɄ ʚɼʯƨ ࣯ʌǶȳǖțƨ ˙ƨɼʚƨ˥ࣗ ɄʯʚʌǶƕƨ ʌɱŗƉƨ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶȳǖțƨ ǑŗƉƨࣱࣖ

�ʌʌʯȭƨ ʚɼʯƨ ǑɄɼ |B| = ȋ > ࡹ ŗȳƕ ƉɄȳʌǶƕƨɼ a ɱțŗȳŗɼ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ˝Ƕʚǫ ȋ+ ࡹ ƨƕǖƨʌࣖ

yǑ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ ƕƨțƨʚǶȳǖ Ʉȳƨ ƨƕǖƨ ǑɼɄȭ ʚǫǶʌ Ɖ˦Ɖțƨ ǖǶ˙ƨʌ ŗ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ a0 ˝Ƕʚǫ ȋ
ƨƕǖƨʌࣗ ŗȳƕ Ƕʌ ɱțŗȳŗɼ ʌǶȳƉƨ Ƕʚ Ƕʌ ŗ ʌʯſǖɼŗɱǫ ɄǑ aࣖ �ƨʚ Ğ0, B0, ^0 ſƨ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣗ ƨƕǖƨʌ ŗȳƕ
ǑŗƉƨʌ ɄǑ a0 ࣖ ÿǫƨȳ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ |Ğ0|� |B0|+ |^0| = ࣖࡽ ¥Ʉ˝ Ğ = Ğ0 ʌǶȳƉƨ ˝ƨ
Ʉȳț˦ ƕƨțƨʚƨƕ ŗȳ ƨƕǖƨ ŗȳƕ ȕƨɱʚ ʚǫƨ ŗƕȍŗƉƨȳʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣖ |B| = |B0|+ ࡹ ŗȳƕ |^| = ^0|+ ࡹ
ʌǶȳƉƨ ˝ǫƨȳ ˝ƨ ŗƕƕ ʚǫƨ ƨƕǖƨ ſŗƉȕ Ƕȳࣗ ˝ƨ ƕǶ˙Ƕƕƨ Ʉȳƨ ǑŗƉƨ ʯɱ ǶȳʚɄ ʚ˝Ʉࣖ ÿǫʯʌ
|Ğ|� |B|+ |^| = |Ğ0|� |B0|� +ࡹ |^0|+ ࡹ = ࣖࡽ

¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣗ ǶǑ a ǫŗʌ ȳɄ Ɖ˦Ɖțƨʌࣗ ʌǶȳƉƨ a Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕࣗ a Ƕʌ ŗ ʚɼƨƨࣖ ÿǫƨȳ |Ğ| = |B|+ ࡹ ŗȳƕ
|^| = ࡹ ࣯ȍʯʌʚ ʚǫƨ ɄʯʚʌǶƕƨࣱࣖ

óɄ |Ğ|� |B|+ |^| = |B|+ �ࡹ |B|+ ࡹ = ࣖࡽ ⇤

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢁࡽ
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͛Оά͛ϼऒЅ ͺϊϼζОά̙

ÿǫƨɄɼƨȭ
tǋ a Ǯɾ ɤȑŗȩŗɮࣗ ̃ȩǮʋƣࣗ ƅȹȩȩƣƅʋƣƐ ʋǣƣȩ |Ğ|� |B|+ |^| = ࡽ ࣯ǋȹɮ ŗȩ˖
ɮƣɤɮƣɾƣȩʋŗʋǮȹȩࣤƐɮŗˍǮȩǐ ȹǋ a ȹȩ ʋǣƣ ɤȑŗȩƣ ˍǮʋǣȹʠʋ ƣƐǐƣ ƅɮȹɾɾǮȩǐɾࣰࣖ

âɼɄɄǑࣘ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ ƨƕǖƨʌࣖ ÿɼǶƉȕࣘ ƨǶʚǫƨɼ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ Ʉɼ Ƕʚ
ƕɄƨʌȳऒʚࣖ
yǑ |B| = ࡱ ʚǫƨȳ |Ğ| = ,ࡹ |^| = ࡹ ʌɄ ʚɼʯƨ ࣯ʌǶȳǖțƨ ˙ƨɼʚƨ˥ࣗ ɄʯʚʌǶƕƨ ʌɱŗƉƨ Ƕʌ ʚǫƨ ʌǶȳǖțƨ ǑŗƉƨࣱࣖ

�ʌʌʯȭƨ ʚɼʯƨ ǑɄɼ |B| = ȋ > ࡹ ŗȳƕ ƉɄȳʌǶƕƨɼ a ɱțŗȳŗɼ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ˝Ƕʚǫ ȋ+ ࡹ ƨƕǖƨʌࣖ

yǑ a ǫŗʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨࣗ ƕƨțƨʚǶȳǖ Ʉȳƨ ƨƕǖƨ ǑɼɄȭ ʚǫǶʌ Ɖ˦Ɖțƨ ǖǶ˙ƨʌ ŗ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ a0 ˝Ƕʚǫ ȋ
ƨƕǖƨʌࣗ ŗȳƕ Ƕʌ ɱțŗȳŗɼ ʌǶȳƉƨ Ƕʚ Ƕʌ ŗ ʌʯſǖɼŗɱǫ ɄǑ aࣖ �ƨʚ Ğ0, B0, ^0 ſƨ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣗ ƨƕǖƨʌ ŗȳƕ
ǑŗƉƨʌ ɄǑ a0 ࣖ ÿǫƨȳ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ |Ğ0|� |B0|+ |^0| = ࣖࡽ ¥Ʉ˝ Ğ = Ğ0 ʌǶȳƉƨ ˝ƨ
Ʉȳț˦ ƕƨțƨʚƨƕ ŗȳ ƨƕǖƨ ŗȳƕ ȕƨɱʚ ʚǫƨ ŗƕȍŗƉƨȳʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣖ |B| = |B0|+ ࡹ ŗȳƕ |^| = ^0|+ ࡹ
ʌǶȳƉƨ ˝ǫƨȳ ˝ƨ ŗƕƕ ʚǫƨ ƨƕǖƨ ſŗƉȕ Ƕȳࣗ ˝ƨ ƕǶ˙Ƕƕƨ Ʉȳƨ ǑŗƉƨ ʯɱ ǶȳʚɄ ʚ˝Ʉࣖ ÿǫʯʌ
|Ğ|� |B|+ |^| = |Ğ0|� |B0|� +ࡹ |^0|+ ࡹ = ࣖࡽ

¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣗ ǶǑ a ǫŗʌ ȳɄ Ɖ˦Ɖțƨʌࣗ ʌǶȳƉƨ a Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕࣗ a Ƕʌ ŗ ʚɼƨƨࣖ ÿǫƨȳ |Ğ| = |B|+ ࡹ ŗȳƕ
|^| = ࡹ ࣯ȍʯʌʚ ʚǫƨ ɄʯʚʌǶƕƨࣱࣖ

óɄ |Ğ|� |B|+ |^| = |B|+ �ࡹ |B|+ ࡹ = ࣖࡽ ⇤
�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢅࡽ
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͛κ͎ ϊͺ ζ̙Џ͛ϼΐ̙ά

ÿǫŗȳȕʌ ƨ˙ƨɼ˦Ʉȳƨࣖ ÿʯʚɄɼǶŗț İƨƕࣩÿǫʯࣩbɼǶ ʚǫǶʌ ˝ƨƨȕࣗ ʚǫƨȳ ʚǫŗʚऒʌ Ƕʚࣖ

bǶȳŗț ƨ˥ŗȭ ƉɄ˙ƨɼʌ ŗȑȑ ʋȹɤǮƅɾࣖ âțƨŗʌƨ ɼƨ˙Ƕƨ˝ ŗțț ƉɄȳʚƨȳʚ Ʉ˙ƨɼ óʚʯĬŗƉࣗ
ŗȳƕ ȭŗȕƨ ˦ɄʯɼʌƨțǑ ŗ ʌʯȭȭŗɼ˦ࣩǑɄɼȭʯțŗ ʌǫƨƨʚʌ ʚɄ ſƨ ŗſțƨ ʚɄ ɸʯǶƉȕț˦
ɼƨƉŗțț ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ǑŗƉʚʌ ƕʯɼǶȳǖ ʚǫƨ ɄȳțǶȳƨ ƨ˥ŗȭࣖ

�ƨƉʚʯɼƨ ࣘࡹࡽ ࡹࡹࢁ ਇ¡ʯɼɼŗ˦ Ețƕƨɼࣗ Ďÿó ࢉࡽ

Bragg


